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Resumen— Un concepto importante en curvas planas es el  de la 
curvatura y todos los conceptos relacionados con ella, como son 
el radio de curvatura, los centros de curvatura y la 
circunferencia osculatriz.  Si uno quiere generalizar estos 
conceptos a espacios  de curvatura constante de dimensión dos, 
se presentan algunas dificultades como, qué significa el radio de 
curvatura en dichos espacios, pues el radio de curvatura se 
define como el radio de la circunferencia osculatriz, y esta 
circunferencia tiene una propiedad, que es la circunferencia 
límite de las circunferencias que pasa por tres puntos 
consecutivos de una curva y tal  circunferencia podría no existir, 
como es en el caso de los espacios de curvatura constante 
negativa. Para generalizar los conceptos de curvatura, radio de 
curvatura y circunferencia osculatriz se usará la esfera 
euclidiana  . Definiremos los centros de curvatura de una 
curva en , analizando las singularidades de la función distancia 
esférica con respecto a una curva en ; además se estudiarán las 
circunferencias osculatrices de curvas en la esfera y se observará 
que tienen las mismas propiedades que los discos  osculadores de 
curvas planas. 
 
Palabras clave—Contacto, centro de curvatura, distancia 
esférica, curvatura, curvatura geodésica, osculatriz. 
 
Abstract— An important concept in planar curves is the 
curvature and all related concepts, such as the radius of 
curvature, the centers of curvature and the osculating circle. If 
one wants to generalize these concepts to spaces of constant 
curvature of dimension two are some difficulties as which means 
the radius of curvature in such spaces as the radius of curvature 
is defined as the radius of the osculating circle, and this circle has 
a property limit that is the circumference of the circles passing 
through three consecutive points of a curve and this 
circumference may not exist, as in the case of constant negative 
curvature. To generalize the concepts of curvature, radius of 
curvature and osculating circle will use the Euclidean sphere  . 
Define the centers of curvature of a curve in , analyzing the 
singularities of the spherical distance function with respect to a 
curve in , also will study the osculating circles of curves in the 
field and observed that have the same properties osculating disks 
that planar curves. 
Key Word —Contact, center of curvature, spherical distance, 
curvature, geodesic curvature, osculating. 
 
I. INTRODUCCIÓN. 
En la literatura existen numerosos e importantes resultados de 
curvas planas, mirar por ejemplo 2, y 3. Desearíamos 
generalizar muchos de estos resultados en otros espacios, la 
pregunta natural es, cuales espacios son los adecuados para 
generalizar dichos resultados. Por ser el plano un espacio de 
curvatura constante entonces los espacios más aptos para 
realizar dichas generalizaciones, son los espacios de curvatura 
constante, como por ejemplo la esfera y el plano hiperbólico.  
Un concepto importante en curvas planas es el de la curvatura 
y todos los conceptos relacionados con ella, como son el radio 
de curvatura, los centros de curvatura (la evoluta) y la 
circunferencia osculatriz. Si uno quiere generalizar estos 
conceptos a espacios de curvatura constante de dimensión dos 
se presentan algunas dificultades como; qué significa el radio 
de curvatura en dicho espacio, pues el radio curvatura se 
define como el radio de la circunferencia osculatriz, y este 
círculo tiene una propiedad que es el círculo límite de los 
círculos que pasan por tres puntos consecutivos de una curva, 
y es sabido que en el caso hiperbólico tres puntos no 
determinan en general un círculo (debido que no se cumple el 
quinto postulado de la geometría euclidiana). Este 
inconveniente no lo tenemos en la esfera, pues la distancia 
esférica está muy relacionada con la distancia euclidiana del 
plano. 
El propósito en éste artículo es definir de una manera precisa 
los centros de curvatura de una curva 
 definida en , y 
verificar de forma análoga, que dichos centros de curvatura 
tengan las mismas propiedades que tienen los centros de 
curvatura de curvas planas, es decir que la circunferencia 
osculatriz de α tenga  puntos de contactos de orden tres y en 
los puntos donde la derivada de la curvatura sea cero, sea un 
vértice o punto de cúspide. Seguiremos algunas técnicas 
expuestas en [1]. 
 




El artículo consta de tres secciones: 
 
En la primera sección se determinará las fórmulas de Frenet-
Serret para una curva α definida en 	 y que serán 
herramientas fundamentales para probar resultados 
importantes para alcanzar nuestro propósito. 
En la segunda sección se analizará las singularidades de la 
función distancia esférica, de manera similar como se hace en 
[1], para definir los centros de curvatura de una curva plana. 
 
 
En la tercera sección se estudia lo concerniente a la 
circunferencia osculatriz  de una curvas α definidas en ,  
generados por los centros de curvatura y observaremos que 
dichas circunferencias tienen las mismas propiedades de las 
circunferencias osculatriz de las curvas planas, es decir, que la 
circunferencia osculatriz  de una curva en la esfera en 
punto	
,	 es la posición límite de las circunferencias que 
pasan por 
,  
 + ℎ, y 
 + ℎ cuando ℎ, ℎ →0. 
 
También en esta sección se estudian las propiedades de los 
puntos críticos  de la curvatura. 
 En 7 se hace una caracterización de los centros de curvatura 
usando las fórmulas de Frenet-Serret y la función distancia 
euclidiana. Sin intención de confundir al lector a veces 
hablaremos del disco osculador y de la circunferencia 





1. Fórmulas de tipo Frenet-Serret para curvas en  
 
 
En esta sección se usan algunos resultados de geometría 
euclidiana en el espacio. 
 
Sea 
:  → 	, 
 = , , , una curva regular 
en  parametrizada por la longitud de arco. 
 
Denotemos 
 =  ,  es claro que  ! , 
" = 0,	 
donde 	!, " es el producto escalar euclidiano. 
 
Denotemos # = 
	˄	 ,	 donde ˄ es el producto cruz 










"  − ! ,
"
                                        																																															= −  
  		˄	# =  		˄	
		˄	  
                                          = −
	˄		 ˄	  																																															= −!
,  "  − ! ,  "
                                        																																															= 			
. 
 
Por tanto tenemos una referencia ortonormal  '
,  , #( a lo largo de la curva α. 
 
Teorema1.1. Sean 
:  → 	 una curva regular en  
parametrizada por la longitud de arco y '
,  , #(  una 
referencia ortonormal a lo largo de la curva α. Entonces 
tenemos las siguientes fórmulas de Frenet-Serret en la esfera 
para una curva α. 
 
 =   																															  = −
 + )*# 																# = −)* , 
 
donde )* es la curvatura geodésica de la curva α , la cual 
se define como !
˄	 ,  ′", mirar por ejemplo 2		6. 
 
Demostración. Por definición tenemos que 
 =  . 
Como  ! ,  " = 1,	 tenemos que  ! ´,  " = 0; por 
lo tanto existen números reales /		λ  tal que    =1
 +/	#. 
Por otro lado, como  !
,  " = 0, entonces   !
,  ′" = −1; por lo tanto  λ = −1.  Observemos que  / = )*, en efecto: 
 
Por definición de curvatura geodésica, mirar por ejemplo 2, 
tenemos que, 
 )* = 	 ! ´, 
˄ " 																																															= !−
 + /#,
˄ "																	 
                                                  = !−
 + /#, #" = 	/. 
 
Por lo tanto 	  = −
 + )*#. 
Ahora  # = 
	˄	  entonces, # = 
	˄	  = 	
˄2−
 + )*#3= −)* . 
 
2. Singularidades de la función distancia esférica con 
respecto a una curva en . 
 
Recordemos 4	que si 	 y   son dos puntos en    y  5,  es el ángulo euclidiano entre los vectores  	 y   
entonces definimos la distancia esférica entre  	 y    como el 
número real. 
 67,  = 5, , 
 
donde   0 ≤ 67,  ≤ 9. 
Definamos la función ::  ×  → ℝ, como :, = =5
, =, donde 
 es una curva regular, parametrizada por 
la longitud de arco. Denotaremos :> = 	5
, =; 
ahora tenemos el siguiente resultado. 
 




Teorema 2.1.  Sea  
:  → 	  una curva regular 
parametrizada por la longitud de arco. Entonces para todo , = ∈  ×   tenemos: 
 	@		:> = 0 si y sólo si = es generado por los vectores          
α(s)  y  #. 
 
 	@@		:>′ 	= :>′′ = 0 si y sólo si   
 	= = ± BCDEFG()*
+ #). 
 @@@		:>′ 	= :>′′ = 	:>H = 0 si y sólo si   
 	= = ± BCDEFG()*
+ #),  		)*′=0. 
 @I		:>′ 	= :>′′ = 	:>H = :>J=0 si y sólo si   
 	= = ± BCDEFG()*
+ #),  		)*′=	)*′′=0. 
 
Demostración. Por comodidad en algunas ocasiones  se 
escribirá 5 en vez de 5
, =. 
Demostremos la parte i): Supongamos que 		:> = 0. 
Como cos	5
, = = !
, =" entonces −sin5 5 = !
′, =". Por tanto !
′, =" = ! , =" = 0, luego el vector = es generado por los vectores # y 
. 
Supongamos ahora que el vector = es generado por los 
vectores # y 
, entonces 0= !
′, =" = 	− sin5 5. 
Por consiguiente :> = 5′
, = =0. 
Demostremos la parte ii):  
Supongamos que :>′ 	= :>′′ = 0, entonces −cos5 5 − sin5 5′=!
′′, =" = 0.  Usando la parte 
i) tenemos que existen números reales /		λ tal que  = =1
 + /	#. Por las fórmulas de Frenet-Serret se tiene 
que, 
 																												
′′ = 		  = −
 + )*#, 
luego, 
 !
′′, =" = P−
+ )*#, λ
+ /	#Q = −λ + /)* = 0.	 
 
Como  !=, =" = 1 entonces  / = ± BCDEFG	 y por lo tanto, 
 = = ± BCDEFG()*
 + #). 
Supongamos  que = = ± BCDEFG()*
 + #), 
entonces  
 
usando Frenet-Serret   tenemos que: 
 ! ′, =" = !
′′,=" = 0, 
pero   
  
																																			!
′′, =" = 	cos	55′+sin5 5′, 
 
por consiguiente 5 = 5′′=0. 
 
Demostremos ahora la parte iii): Supongamos :>′ 	=:>′′ = 	 :>H = 0,  entonces 
 sin5 5H − 3cosθ θθ − sinθ 5H =	P
H, =Q=0. 
Usando Frenet-Serret y que )* = 0 se tiene que 
 P
H, =Q = P−1 + )* , =Q = 0. 
Por tanto 
 																																= = ± BCDEFG()*
 + #). 
 
Para demostrar el reciproco de la parte iii) se argumenta de la 
misma manera como se hizo en la partes i) y ii). 
Demostremos ahora la parte iv): Supongamos que :>′ 	=:>′′ = 	 :>H = :>J=0, por un cálculo directo 
de  :>J tenemos que P
J, =Q=0. Usando las fórmula 
de Frenet-Serret  y que )′* = )′′* = 0 tenemos que  
 P
J, =Q = S− 21+ )*3 −
 + )*# − )* , =T = 0. 
 
Por lo tanto 
 = = ± BCDEFG()*
 + #). 
 
Para demostrar el reciproco de la parte iv) se argumenta de la 
misma manera como en i) y ii). De esta manera queda 
demostrado el Teorema. 
 
Es claro que los puntos de la forma,  
 																																				= = BCDEFG()*
 + #), 
 
se encuentran en la esfera unitaria , esto nos conduce a 
hacer la siguiente definición. 
 
Definición 2.1. Sea  
 una curva en , definimos los centros 
de curvatura de 
 como el conjunto, 
 
UV = WVX:	V = ± BCDEFG )*
 + #Y. 
 
El siguiente ejemplo muestra que una circunferencia en  
tiene como centros de curvatura un solo punto en la esfera. 
 





(s)=(sinZcos θ , sinZsinθ , cosZ), 
una curva en  parametrizada por la longitud de arco, donde Z es fijo y 5 = F[\]	̂ ,  esta curva representa un paralelo en 
la esfera.  
Calculemos los centros de curvatura de la curva 
. 
 
 Como 5′ = [\]	̂   y  5′′=0 entonces tenemos que: 
  
 )* = !
˄	 ,  ′" 
            = !−cosZcosθ,−cosZsinθ, @_Z , −5`a5,−5@_5, 0" 
            = `a Z. 
 
Como  
  # = 
	˄	 =−cosZ	cosθ,−cosZ	sin θ, @_Z,  
 
 y tomando los centros de curvatura con signo positivo 
entonces se tiene: 
 V = 1b)* + 1 )*
 + # 
 
                               = `aZ
 + @_Z# 
 
                               = cosZ	cosθ	@_Z, cosZ	sinθ	@_Z, `a5 
 																				+−cosZ	cosθ	@_Z,−cosZ	sinθ	@_Z, @_5 
 
                              = 0,0,1. 
 
Este resultado era de esperarse, ya que este paralelo con 
ángulo Z fijo representa un círculo en la esfera con radio Z y 
centro el polo norte 0,0,1. 
 
Los centros de curvatura también se conocen como la evoluta 
de la curva 
. 
 
3. Circunferencia osculatriz de una  curva 
 	 
 
En esta sección definiremos la circunferencia osculatriz de 
una curva 
 en la esféra y demostraremos que tiene las 
mismas propiedades de las circunferencias osculatrices  de 
curvas planas. 
Definamos lo que es una circunferencia en la esfera. 
 
Definición 3.1. Para cualquier 0 ≤ c ≤ 9 definimos el 
conjunto 
 																														U=, c = '=X: 67=, = = c(, 
 
el cual llamaremos la circunferencia en la esféra con centro = 
y radio c. 
En curvas planas  existe un  famoso resultado local de curvas, 2		6, que en un caso particular  dice, que toda curva plana 
con curvatura constante es un pedazo de circunferencia. Este 
mismo resultado se tiene para curvas en la esfera, con 
curvatura geodésica constante. 
 
Teorema3.1. Sea  
:  → 	  una curva regular parametrizada 
por la longitud de arco. Entonces, )* es constante para 
todo  si y sólo si 
 																																	= = ± BCDEFG 2)*
 + #3, 
 
son vectores constantes. 
 
Demostración.  
 								==−)* + 1deE)* )* 2)*
 + #3 
             
             						+)* + 1dfE()′*
 + )*
′ + #′) 
              
  = −)* )* + 1)* + 1g 
 −
)*)* )* + 1H # 
 
= − )* )* + 1H 
 −
)h 2)* 3)* + 1H #.								 
 
Por lo tanto  
 								= = 0	@		aia	@	)*  = 0. 
 
Así termina la demostración de este Teorema. 
 
Para que el lector tenga cierta comodidad para leer y entender 
lo que sigue, exponemos algunos resultados de la teoría de 
singularidades en el plano y luego los generalizaremos de una 
manera natural en la esfera. El lector interesado en más detalle 
de esta teoría puede mirar por ejemplo 1. 
Vamos a exponer la definición clásica de orden de contacto de 
una curva plana 	j(s). 
 
Definición3.2. Sea k:l ⊂ ℝ ⟶ 	ℝ, U una abierto en ℝ, 
una función diferenciable. Diremos que  ∈ ℝ es un punto 
regular de F, si ∇k ≠ 0. Un valor regular de una función F 
es un punto ` ∈ ℝ	tal que para todo  ∈ U con k = ` es un 
punto regular. 
 
Definición3.3. Sea j:  → ℝ una curva parametrizada por la 
longitud de arco y  0 un valor regular de una función F 
definida como antes. Diremos que j y kd0 tiene un punto 
de contacto de orden k en j si la función q definida por 
 q = kj, 
satisface  




q = q′ = q′′ = ⋯ = qCd = 0, qC ≠ 0. 
Definición3.4. Un vértice de una curva plana	j, es un 
punto  j, para el cual existe una circunferencia, cuyo 
contacto en dicho punto  es de orden 4. 
Observación3.1.Observemos que la circunferencia a que hace 
referencia la definición anterior se puede pensar como kd0, tomando 
kj = 6j, = − c, 
donde 6 representa la distancia euclidiana en ℝ. Este punto = 
es el centro de dicha circunferencia y c es el radio. Por lo 
tanto j tiene un vértice en j si y sólo si, 
qs = 0, tucu	@ = 1, . . ,3,	 qJ ≠ 0. 
La manera de generalizar las definiciones anteriores a la 
esfera son las siguientes: 
Reemplazamos la curva plana j:  → ℝ  por  
:  → 	, una 
curva en la esfera parametrizada por la longitud de arco y  a la 
función, kj = 6j, = − c,  por la función 
k
 = 67
, = = :>. 
Ahora en vez de tomar el valor regular de 0  en la función k 
tomamos el valor regular c,  0 ≤ c ≤ 9 , para la función k
. 
Radio de curvatura en la esfera. Los radios de curvatura se 
definen como la distancia entre  los centros de curvatura y la 
curva 
, es decir, 
Si 		= = BCDEFvG 2)*
 + #3,  es el centro de 
curvatura respectivo del punto 
 entonces su radio de 




Por tanto   
cosc = !
, =" = w
, BCDEFvG2)*
 + #3x                																= CDFvBCDEFvG. 
 
Luego 
 c = `ad y )*b)* + 1z. 
 
Circunferencia osculatriz de una curva en 	. La 
circunferencia osculatriz de una curva 
 en la esfera en el 
punto 
 es la circunferencia con centro en su respectivo 
centro de curvatura, 
 																																	= = 1b)* + 1 2)*
 + #3, 
y radio 
 
																																													c = `ad { CDFvBCDEFvG|. 
 
Con los resultados anteriores podemos formular la siguiente 
propiedad de las circunferencias osculatrices para curvas en la 
esfera. 
 
Teorema3.2. Supongamos que 
:  →	 una curva 
parametrizada por la longitud de arco. Para cualquier , 
consideremos la circunferencia osculatriz U=, c. Entonces U=, c y 
 tienen un punto de contacto de orden 3 en 
. 
 
Demostración. Consideremos la función distancia esférica 67 . Entonces la circunferencia osculatriz se puede expresar 
como 
 U=, c = 67dc. 
 
Por el teorema 3.1 se tiene que U=, c y 
 tienen un punto 
de contacto de orden 3 en el punto 
. 
 
Observación3.2. Que exista una circunferencia que tiene un 
punto de contacto de orden tres es equivalente  a que  la 
circunferencia osculatriz es la posición límite de las 
circunferencias que pasan por 
,  
 + ℎ, y 
 +ℎ cuando ℎ, ℎ → 0, mirar por ejemplo 5. 
 
Corolario3.1. La circunferencia osculatriz U=, c y 	
  




Es sorprendente que en un espacio curvo como es la esfera se 
puedan generalizar conceptos geométricos no tan elementales 
como son la curvatura de curvas planas y por tanto todo lo 
referente a este concepto como es el radio de curvatura, los 
centros de curvatura y las circunferencias osculatrices. 
Observando que dichos conceptos generados por la curvatura 
cumplen las mismas propiedades como en el plano euclidiano. 
También cabe anotar que si queremos generalizar estos 
conceptos al plano hiperbólico tenemos la dificultad que tres 
puntos no determina en general una circunferencia en el 
hiperbólico. Queda abierto el problema de generalizar los 
resultados de este artículo en espacios de curvatura no 




constante, por ejemplo se podría intentar generalizar dichos 
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